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摘要

　　本研究針對配置及裝箱問題，分別利用多目標規劃法改善Li & Tsai[Li & Tsai, 2001]所提模式的績效，整合其二階段求解的方法，使其變成一個多目標的問題，進行一次求解，本研究所提模式可直接應用在二維及三維的配置問題。另外，並針對裝箱問題，提供更彈性的方法，解決其放置方向必須固定之不便，並用3個例子去驗證及解釋本研究所提模式之可行性。
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Abstract

  Assortment problems have been applied in many applications, such as wood, glass, cloth industries and so on. It also can be applied to the design of TFT-LCD (thin-film transistor liquid-crystal display) and VLSI (Very large scale integration). Although the optimum solution was found in the past research, there were too many 0-1 variables used for solving the polynomial term and caused high computation and complexity result. Therefore, a multiple objective programming to deal with the assortment problems proposed to find the optimum solution which will not increase any 0-1 variables, and it could find the optimum solution more quickly. The proposed method is suitable not only for two-dimensional assortment problem but also for three-dimensional assortment problem. Bin packing problems usually apply in warehousing contexts and goods placed on shelves. The past method where the items to be packed have a fixed orientation with respect to the stock unit, would not be allowed to rotate and result in expensive packing costs. Thus, to extend the flexibility of Pisinger and Sigurd’s model, we add a variable to allow the items rotated. Then, the total cost of the bin packing problems can be decreased. Three examples are illustrated to show the proposed methods.
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第一章　緒論
1.1　研究背景與動機
在現代的生活中，無論是報紙、雜誌的版面配置，或是玻璃、木材、鋼鐵等原物料的裁切 [Li & Chang, 1998; Pisinger, 2002; Lodi et al, 2002]，甚或是TFT-LCD (Thin-film transistor liquid-crystal display, 薄膜電晶體液晶顯示器)和VLSI (Very large scale integration, 超大型積體電路)設計[Tsai & Hsieh, 2005; Correa, 2006]，皆是屬於配置的問題(Assortment problem)，這類的問題往往充斥在我們的生活週遭。為了解決這類型的問題，往往必須耗費甚多的人力、物力去進行模擬與測試，從中找出較佳的解決方法；殊不知在模擬或測試的過程中，已經造成了資源浪費。

二維配置問題源自於原物料的裁切問題[Page, 1975]，經Beasley [Beasley, 1985]擴充為二維配置問題，有Chen等人[Chen et al.,1993]及Li & Chang [Li & Chang, 1998]等人對於配置的問題進行研究。由於Chen等人提出的方法有兩個缺點，一是使用許多的0-1變數控制矩形不得重疊，當所要配置的矩形數量增多時，往往花費十幾個小時，還找不到最佳解，所以在計算上顯得非常沒有效率。第二個缺點則是為求解多項式的目標式，必須先固定多項式中的一個值，最終所求得之目標值為局部性最佳解。所以Li & Chang [Li & Chang, 1998]為改進Chen所提出方法的兩個缺點，除了使用較少的0-1變數控制矩形不得重疊，並且提出一個接近最佳解的演算法，使用0-1變數解此問題的多項式目標式，故其0-1變數為數仍然不少。而Li & Tsai [Li & Tsai, 2001]為改進Li & Chang [Li & Chang, 1998]0-1變數過多的問題，提出二階段求解法，其使用的方法，雖然沒有增加0-1變數，但是卻需要分為兩階段求解。其方法為：先求得第一階段之解，再把所求得的值新增為限制式，加入第二階段求解，方可求得完整的解。此法雖不會使用多餘的0-1變數，但仍需分為兩個階段求解，所以在計算上亦會造成不便。

而Li等人[Li et al., 2003]使用線性化自然對數的方法，來解三維的非線性配置問題，由於要線性化三維配置問題，所以使用了一些0-1變數去計算自然對數，雖然可以獲得最佳解，但是在計算速度上，卻不甚理想。於是Li等人[Li et al., 2003]同時提出分散式演算法，也就是將計算自然對數的程式，分散至多台個人電腦同時進行求解，如此卻需耗費多台個人電腦，但可迅速的求到最佳解。
本研究將Li & Tsai [Li & Tsai, 2001]所提出的方法加以改善，以多目標的方法，將其第一階段和第二階段的目標式，改為多目標方法中的第一個和第二個目標，如此則不需分為兩個階段求解，也不會使用多餘的0-1變數，所以在計算上相當的有效率。此外，本研究也將多目標的方法應用在三維的配置問題，同樣不需增加0-1變數與限制式，即可順利求解，雖然在計算的速度上不如分散式演算法[Li et al., 2003]，但如果用在單一台個人電腦上，其速度遠快於分散式演算法。

裝箱問題(Bin packing problem)由Gilmore & Gomory率先提出[Gilmore & Gomory, 1961, 1963]，此問題類似於配置問題，係指將一些矩形或是立方體裝入一個或多個的箱子中，則所使用的箱子越少，總體成本越低，也就越有效率。此問題常被用於運輸、貨物倉儲等問題上[Lodi et al., 2002; Li et al., 2003]，由於其複雜度高、求解不易，因此，若能有效率的找到最佳解，則對於運輸成本、倉儲成本的減少，與企業有效率的運作，都可獲得相當有效的提升。

裝箱問題因為複雜度高，所以目前的研究大都使用啟發式演算法求解(Heuristic)[Pisinger , 2002]，當然也有使用線性規劃(Linear programming)的方法來處理這類的問題[Onodera et al., 1991; Chen et al., 1995]。由於使用線性規劃的方法，會使用到許多的0-1變數，所以在求解過程會顯得複雜度相當高。而線性規劃的優點，在於其可以找到此問題的最佳解，但也因為其中某些限制式的規定，使得整個模式缺少彈性，即矩形只能橫著放，而不能直著放(旋轉
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)，若能加以改進，則線性規劃模式將會更臻於完備。

由於線性規劃模式缺乏彈性，所以本研究加入一個
[image: image4.wmf]i

s

的0-1變數，
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，是指共有n個矩形或立方體，本研究使用
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這n個0-1變數，作為控制矩形或立方體的橫放或直放，使整個線性規劃模式，可以考量矩形直著放的情況，並且從中找尋最佳解，也由於線性規劃模式增加了彈性，可以有效的規劃裝箱問題，進而控制與降低裝箱問題的總成本。
1.2　研究目的
本研究提出以多目標的方法，解決二維及三維的配置問題。藉由多目標的方法，改善解二維配置的問題需要分為二階段求解的不便，如此不但可以一次求解，又不需要增加其他的0-1變數。而三維的配置問題，因為需要許多的0-1變數及相關限制式，方可求解，本研究同樣以多目標的方法進行求解，減少不必要的0-1變數及限制式，以提升求解的效率。

本研究改善裝箱問題的限制，僅新增一個
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的0-1變數，就可使矩形的放置方式，不必受限於橫放，而是可以隨意的橫放或直放。

為證明本研究的可行性與正確性，利用第五章之實例，分別陳述多目標規劃應用於二維及三維配置問題，可以順利且快速的求解。至於線性規劃應用於裝箱問題，也因為增加了彈性，對於整個成本的降低，可以獲得有效的控制。

1.3　研究架構與方法

本研究首先探討相關的文獻，了解相關研究的求解過程與方法，並且比較其優缺點，以此為基礎，發展出多目標規劃應用於二維及三維的配置問題，與應用二維配置問題的概念於二維的裝箱問題。下圖為本論文之研究架構圖：
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圖1-1：本論文研究架構

1.4　研究章節結構與流程
本研究的內容概述如下：

一、緒論

在此章節介紹本論文所要研究的背景與動機，及研究目的和預期的研究成果，並且闡明本論文的研究架構於此章節。

二、配置及裝箱問題

　　探討二維及三維的配置問題，了解和界定這類問題的本質，並且回顧先前的研究成果，並加以介紹和分析，介紹其解決的方法，分析其方法的優缺點，以此為基礎，改進配置問題的缺點。

　　介紹二維的裝箱問題，並且分析各種解決方法的優缺點，以此為改進二維裝箱問題之基礎。

三、線性規劃之應用

　　在前兩個章節，已分析相關研究的優缺點。在此章節，則提出多目標規劃應用於配置問題，和線性規劃應用於裝箱問題，針對第二章所提出之缺點加以改進，使整個求解的過程更為迅速有效率及彈性。

四、實證範例

本章節則是針對多目標規劃應用於二維及三維的配置問題，和線性規劃於二維的裝箱問題，分別去實做相關範例，並與其它方法做比較。

五、結論

總結本論文之貢獻與限制，並且提出未來之發展方向。

下圖為本論文之研究流程：


[image: image9]
圖1-2：本論文研究流程
第二章　配置問題

本章節將依序介紹二維配置問題(Two-dimensional assortment problem)和三維配置問題(Three-dimensional assortment problem)及二維裝箱問題(two-dimensional bin packing problem)，有許多相關的文獻針對二維的配置問題提出解決的方法，諸如混合整數規劃法(Mixed-integer programming)[Chen et al., 1993]、二階段線性規劃[Li & Tsai, 2001]、自然對數線性化[Li et al., 2003]等方法。而三維的配置問題則著重於求解自然對數，使用一些0-1變數和相關限制式，達到線性化的目地。

2.1　二維配置問題
二維的配置問題被廣泛的運用在日常生活中，尤其是在裁切原物料的方面，例如：鋼鐵、木材、玻璃等[Li & Chang, 1998; Lodi et al., 2002]，或是製作衣服時，布料的裁切。亦有相關的研究將二維配置問題應用於TFT-LCD (Thin-film transistor liquid-crystal display, 薄膜電晶體液晶顯示器)和VLSI (Very large scale integration, 超大型積體電路)設計[Tsai & Hsieh, 2005; Correa, 2006]。

二維的配置問題起源於1975年[Page, 1975]，應用在鋼鐵切割的問題上，此時尚稱不上配置問題，僅只是配置問題的簡單概念。Beasley [Beasley, 1985]把這個概念擴充為二維的配置問題，應用於裁切問題上。Chen等人[Chen et al., 1993]之後針對這個問題提出混合整數規劃法(Mixed integer programming)，使用此法於求解時，需要先固定縱軸(y)變數，再去求解橫軸(x)變數，因此所求得之解僅為可行解，同時也因為使用許多的0-1變數限制矩形不可以重疊，所以成為計算上的重大負擔。

Li & Chang [Li & Chang, 1998]線性化xy，使用一些0-1變數代替x和y這兩個連續變數，所求得之解與最佳解之間會產生誤差，但其誤差並不大，在可容忍接受的範圍之內，這個模式的缺點在於使用的0-1變數過多，會造成計算上的負擔。當需要配置的矩形數目增多時，則此問題的求解過程就顯得相當沒有效率。例如：當矩形的數目為五個的時候，則往往花費十個小時以上，還找不到最佳解，更遑論矩形數目多於五個的時候，就更難使用此模式找出解答了。

所以Li & Tsai [Li & Tsai, 2001]使用二階段線性規劃求解，在不增加0-1變數的情況下，分為兩個階段依序求解，雖然可以比較快速的求解，但仍需分兩個階段求解，實為不便。

以下為Li & Chang解決二維配置問題之模式[Li & Chang, 1998]：

二維配置問題的概念是將n個具有不同的長(
[image: image10.wmf]i

p

)和寬(
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)的矩形，放置於一個大矩形中，此n個矩形彼此間不得相互重疊，且放置的範圍亦不可以超過大矩形的長和寬，若此大矩形的面積越小，則浪費率越低。

此二維配置問題，可簡單定義如下[Li & Chang, 1998]：
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Minimize
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　subject to　
　　1.　n個矩形彼此間不可以重疊；

2.　n個矩形所放置的位置不可以超過
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的面積之外。

　配合圖2-1之相關符號說明如下[Li & Chang, 1998]：


[image: image14.wmf])

,

(

i

i

q

p

： 第i個矩形的長和寬，
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　　而
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，R是n個矩形的集合；
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： 大矩形的長度和寬度，x和y都是變數，為此問題所欲求得之解，xy值越小
　　越好；
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： 第i個矩形在y軸上的座標；
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： 表示第i個矩形的放置的方向，當
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時，則此矩形的長(
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　　時，則寬
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： 控制第i個矩形和第j個矩形之間的上下和左右關係；
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： 極小的變數，並且為正；
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： 極小的變數，並且為正；
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： 已知的常數，為
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G： 為表示x，所需要的0-1變數數目；

H： 為表示y，所需要的0-1變數數目。


[image: image35]圖2-1：矩形的放置方式

如上所述，使用
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這個0-1變數，控制n個矩形的橫放或直放，如圖2-1中，第一個矩形的寬
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平行於橫軸(x)軸，所以
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= 0；而第二個矩形長(
[image: image39.wmf]2

p

)平行於x軸，所以
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這兩個0-1變數，作為控制第i個矩形和第j個矩形之間的上下和左右關係，使這n個矩形彼此間不可以重疊，可以分為下面四種狀況，如圖2-2所示[Li & Chang, 1998]。
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圖2-2：控制矩形彼此間不重疊

　　Li & Chang [Li & Chang,1998]所提出的模式如下：
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第(1)和(2)條限制式用來控制任兩個矩形，左右不可重疊；第(3)和(4)條限制式則是限制任兩個矩形，上下不得重疊；而第(5)和(6)條限制式用來控制任一矩形，所置放的位置必須在大矩形中；第(7)和(8)條限制式則是限制任一矩形的置放位置，不得超出原點；限制式(9)-(13)為線性化xy所需要的限制式。

上述模式為Li & Chang [Li & Chang,1998]的模式，由於目標式是極小化xy (
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限制式(14)-(17)表示n個矩形彼此間不可以重疊，限制式(18)-(21)則表示矩形放置的位置，不可以超過
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的面積之外，而第(22)條限制式是設定x為大矩形的長邊(橫軸)，y為大矩形的短邊(縱軸)，並且將第一階段所求得的值
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，加入第二階段進行求解。上述之第一階段是找出大矩形的最小周長，倘若大矩形的周長越短，則大矩形的面積有可能越小；又若大矩形的周長越長，則大矩形的面積有可能越大，所以使用極小化x+y (
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)，找出大矩形的最短周長。

第二階段：
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F同樣是所有可行解的集合，表示第一階段中的(14)-(21)條限制式，
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設定x為大矩形的長邊(橫邊)和短邊(縱軸)，
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就是在第一階段所求得之解，藉由第二階段極大化x (
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可行解的集合中，找出最佳解。如圖2-3所示。
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圖2-3：周長相同的兩個矩形面積之比較

　圖2-3的兩個矩形周長(
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z

y

x

=

+

)雖然相同，但是當矩形的長和寬之間差距(x-y)越大時，則矩形的面積就越小，所以要先藉由第一階段求得最小的周長，再經由第二階段找出最佳解。雖然這個簡單的線性規劃方法可以比Li & Chang [Li & Chang,1998]所提出的方法，更有效率的求解，但是在實作上，仍然需要分為兩個階段操作，實有不足之處，若是可以使用多目標的方法同時求解，則必定可以更有效率的解決二維配置問題。

2.2　三維配置問題

三維的配置問題[Li et al., 2003]，是由三維的裝箱問題延伸而來，三維的裝箱問題在1980年由George和Robinson提出，並且使用啟發式演算法(Heuristic)解決這個問題[George & Robinson,1980]，而Marriott使用啟發式演算法，列舉出14個箱子的裝箱問題[Marriott, 1990]，Menschner & Meyer也是使用啟發式演算法，尋求箱子空間的使用率極大化[Menschner & Meyer, 1990]。

三維配置問題的概念是將n個立體的矩形，放置到一個大立方體中，求此大立方體的最小面積，此問題可被大量的運用在電子、製造業，例如將一些零件組成設備、貨物運輸及包裝盒的設計等等[Li & Tsai, 2003]。

 Chen等人提出的邏輯模式(Analytical model)應用於裝箱問題[Chen et al., 1995]，因為使用的0-1變數過多，會造成計算上的負擔過重。而Li & Chang [Li & Chang, 1998]所提出的演算法，只能解決二維的配置問題，不能使用於三維的問題，而且其模式中的0-1變數也是相當繁多。所以Li等人[Li et al., 2003]為了解決這個三維配置的問題，提出了分散式的計算方法，改進了Chen等人提出的邏輯模式，可以減少部份0-1變數，並且找到最佳解。

後來Li等人[Li et al., 2003]提出的三維配置問題可簡述如下：將這n個具有不同長(
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)的立方體放置在一個大立方體中，且這n個立方體彼此間不可以重疊，放置的範圍亦不可以超過大立方體的體積，此三維配置問題目的在找出一個最小的立方體體積，必須符合上述之限制。此問題，可簡單定義如下：
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　　1.　n個立方體彼此間不可以重疊；

　2.　n個立方體所放置的位置不可以超過
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配合圖2-4相關符號說明如下[Chen et al., 1995]：
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： 0-1變數，用來表示第i個立方體和第j個立方體的左右關係。當第i個立方體
　　在第j個立方體的左邊時，則
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　　則
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： 0-1變數，用來表示第i個立方體和第j個立方體的前後關係。當第i個立方體
　　在第j個立方體的後面時，則
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　　則
[image: image169.wmf]ik

c

= 0；


[image: image170.wmf]ij

d
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　　在第j個立方體的前面時，則
[image: image171.wmf]ik

d

= 1。若第i個立方體不在第j個立方體的前面時，
　　則
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d

= 0；


[image: image173.wmf]ij

e

： 0-1變數，用來表示第i個立方體和第j個立方體的上下關係。當第i個立方體
　　在第j個立方體的下面時，則
[image: image174.wmf]ik

e

= 1。若第i個立方體不在第j個立方體的下面時，
　　則
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e

= 0；
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f

： 0-1變數，用來表示第i個立方體和第j個立方體的上下關係。當第i個立方體
　　在第j個立方體的上面時，則
[image: image177.wmf]ik
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= 1。若第i個立方體不在第j個立方體的上面時，
　　則
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皆為0-1變數，用來控制第i個立方體和第j個立方體的
　　上下、左右以及前後之間的關係。

如上所述，因為這n個立方體彼此間不可以重疊，所以使用
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這六個0-1變數[Chen et al., 1995]，控制第i個立方體和第j個立方體的上下、左右以及前後之間的關係，如圖2-4所示[Chen et al., 1995]。
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圖2-4：立方體的放置方式
圖2-4中有i和j兩個立方體，第i個立方體的長(
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)平行於x軸，所以
[image: image191.wmf]xi

l

=1，而寬(
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)分別平行於z軸和y軸，所以
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h

=1。第j個立方體的長(
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=1。又從這兩個立方體的上下左右與前後之間的關係來看，i在j的左邊和後面，所以
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之間的皆關係不成立，所以為零。

Chen等人[Chen et al., 1995]提出的模式如下：
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代表第i個立方體的左下角在x、y和z軸的座標位置，必須大於等於零，並且分別給x、y和z軸一組上下限，以
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均為已知的常數，用來控制x、y和z值的上下限。

限制式(23)-(28)用來控制所有的立方體，彼此不可以上下、左右以及前後重疊；(30)-(32)限制所有的立方體不可以超過大立方體；(33)-(38)用來限制立方體的長
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，與大立方體的長(x)、寬(y)、高(y)之間的平行關係。

模式3[Chen et al., 1995]有三個缺點[Li & Tsai, 2003]，如下所述： 

(1) 因為使用
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這六個0-1變數，控制立方體彼此間的上下、
　 左右及前後之關係，所以0-1變數隨著立方體的數目成長，導致計算無效率；

(2) 只能找到區域最佳解；

(3) 因為0-1變數頗多，若由單一電腦進行運算，則計算沒有效率。

為克服模式3的三個缺點，Li & Tsai[Li & Tsai, 2003]提出解自然對數之分散式演算法，並以
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這六個0-1變數，減少上述模式[Chen et al., 1995]中的0-1變數。
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為0-1變數，控制第i個立方體和第j個立方體彼此間不能重疊，可分成下列六種狀況，如下圖2-4[Li & Tsai, 2003]所示：
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圖2-5：控制立方體彼此間不重疊
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上述之限制式(39)-(44)用來控制所有的立方體，彼此不可以上下、左右以及前後重疊；(46)-(48)限制式表示所有的立方體不可以超過大立方體；(49)-(54)用來限制立方體的長
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，與大立方體的長(x)、寬(y)、高(y)之間的平行關係；

而限制式(39)-(44)使用
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這三個0-1變數，簡化(23)-(28)限制式；第(55)條限制式則是替
[image: image360.wmf])

(ln

)

(ln

)

(ln

z

L

y

L

x

L

+

+

設置上限與下限，其中的
[image: image361.wmf])

,

,

(

D

D

D

z

y

x

為任一組可行解；(56)-(60)是求解變數x之自然對數
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，所新增之限制式；(61)-(65)是求解變數y之自然對數
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，所新增之限制式；(66)-(70) 是求解變數z之自然對數
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這個方法雖然較Chen等人[Chen et al., 1995]在控制立方體彼此不重疊的部份，可以有效減少0-1變數，但其在求解目標式時，所採用的解自然對數的方法，雖然可以找出總體的最佳解，但是其模式中的可行解
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，若是取的偏大，則在計算
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時，其上下限的範圍會隨著
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之值而偏大，所以需要設置的0-1變數數目(
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)亦會增多。另外為求解極小化自然對數x、自然對數y和自然對數z之和(
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)，亦會新增所需的相關限制式(55)-(70)，所以在計算上，也造成了部分負擔。

雖然這個方法[Li et al., 2003]可以找出總體的最佳解，但其付出的相對成本是增加了
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個0-1變數及(55)-(70)這些限制式，故若能以多目標的方法來解決三維的配置問題，雖然所求得之解，不一定為總體最佳解，但卻可以在不新增任何0-1變數的前提下，僅新增有關多目標的少數幾條限制式，即可求得與Li等人[Li et al., 2003]所求得之相同最佳解，如此在單一台個人電腦上求解，會較具有效率。
2.3　裝箱問題

裝箱問題源起於一維的原物料的裁切問題[Gilmore & Gomory, 1961, 1963]，Gilmore & Gomory使用線性規劃的方式來解決此問題，並且擴充此問題為二維及多維的裝箱問題[Gilmore & Gomory, 1965]，Beasley則是將它引用為布料裁切的問題[Beasley, 1985]。此裝箱問題可分為兩大類[Lodi et al., 2002]：

1. 有n個矩形，具有不同的長度(
[image: image371.wmf]i
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)與寬度(
[image: image372.wmf]i

q

)，要放置到一個大矩形中，此n個矩
　　形彼此間不可以重疊，亦不可以超過大矩形的範圍。而此大矩形的長(x)為已知，
　　寬為無限大，求最小的寬度。

2. 係指有n個矩形，具有不同的長度(
[image: image373.wmf]i

p

)與寬度(
[image: image374.wmf]i

q

)，要放置到m個箱子中，此n個
　　矩形彼此間不可以重疊，亦不可以超過箱子的大小。而這m個箱子的大小一致，
　　則最少用幾個箱子，就可以把n個矩形全都放置到箱子中。

上述之分類受限於箱子的數量及大小是否相同，在實際應用上較不具彈性，所以又發展出不同尺寸裝箱問題[Friesen & Langston, 1986; Pisinger & Sigurd, 2005]，即m個箱子的大小可以不一致。以及矩形放置在箱子中的方向是否固定[Lodi et al., 1999]，如果矩形放置的方向固定，則必須滿足
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的限制。若矩形放置的方向可以不固定(即可以旋轉90度)，則整個模式會較具有彈性，而矩形放置的方向固定與否，端看應用的產業類別而異。

線性規劃用於二維的不同尺寸裝箱問題[Onodera et al., 1991; Chen et al., 1995]，因使用的變數及限制式繁多，故其複雜度亦高。
　　相關符號說明如下：
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： 0-1變數，用來表示第i個矩形和第j個矩形的左右關係。當第i個矩形在第j
　　個矩形的左邊時，則
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= 1。若第i個矩形不在第j個矩形的左邊時，則
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： 0-1變數，用來表示第j個矩形和第i個矩形的左右關係。當第j個矩形在第i
　　個矩形的左邊時，則
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= 1。若第j個矩形不在第i個矩形的左邊時，則
[image: image382.wmf]ji
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： 0-1變數，用來表示第i個矩形和第j個矩形的上下關係。當第i個矩形在第j
　　個矩形的下面時，則
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= 1。若第i個矩形不在第j個矩形的下面時，則
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： 0-1變數，用來表示第j個矩形和第i個矩形的上下關係。當第j個矩形在第i
　　個矩形的下面時，則
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= 1。若第j個矩形不在第i個矩形的下面時，則
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： 0-1變數，用來表示第i個矩形與第k個矩形之間的關係。當第i個矩形放置
　　於第k個箱子中，則
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= 1。若第i個矩形並未放置於第k個箱子中時，則
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： 0-1變數，用來表示第j個矩形與第k個箱子之間的關係。當第j個矩形放置
　　於第k個箱子中，則
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= 1。若第j個矩形並未放置於第k個箱子時，則
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： 第j個箱子最左下角在x和y軸的座標；
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： 第i個矩形的長
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： 第k個箱子的長
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： 所有箱子中最長和最寬的長度(x)及寬度(y)；
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： 0-1變數，表示第k個箱子的使用與否；
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： 第k個箱子的使用成本。

此模式由Pisinger & Sigurd [Pisinger & Sigurd, 2005]整合Onodera等人[Onodera et al., 1991]和Chen等人[Chen et al., 1995]所提出之線性規劃模式，此線性規劃模式如下：
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模式5之目標式為極小化總體成本(Minimum 
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代表第i個矩形和第j個矩形之間，具有上下或是左右關係，若
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，則代表第i個矩形和第j個矩形放在不同的箱子中，所以沒有上下左右的關係，此時
[image: image435.wmf]ik

f

+
[image: image436.wmf]jk

f



 EMBED Equation.3  [image: image437.wmf]1

£

；(72) 和(73)條限制式確保第i個矩形和第j個矩形不重疊；(74) 和(75)限制矩形不得超出箱子；(76)表示每個矩形都要放置在箱子中。

此模式屬於不同尺寸的裝箱問題[Friesen & Langston, 1986; Pisinger & Sigurd, 2005]，並且限制矩形放置在箱子中的方向必須固定。在此限制下，雖能找出最佳解，但是由於放置在箱子中的方向必須固定，所以變得沒有彈性，若是放置在箱子中的方向可以不固定，則找出的解，必定為更佳解。


[image: image438]
圖2-6：矩形放置在箱子中的方向必須固定

從圖2-6中可發現，所有矩形的放置方式都必須橫放，上圖中的
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p

都必須平行於橫軸(x軸)，而
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則必須平行於縱軸(y)軸，也就是矩形放置的方向必須固定，不能有
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平行於縱軸(y)軸，
[image: image442.wmf]i

q

平行於橫軸(x軸)的情況發生。

所以本研究採用Li & Chang [Li & Chang, 1998]所提出的二維配置模式，以一個
[image: image443.wmf]i

s

的0-1變數控制矩形在箱子中橫放或直放，使模式5的線性規劃模式更具彈性，有效的降低二維裝箱問題的總體成本。
第三章　線性規劃之應用
　　本研究分別在3.1.1和3.1.2提出多目標規劃於二維及三維的配置問題，改善Li & Tsai [Li & Tsat, 2001]和Li等人[Li et al.,2003]針對二維及三維配置問題所提的模式，並且在4.2提出線性規劃於裝箱問題，使二維裝箱問題的裝箱成本可以獲得有效的降低。

3.1　多目標線性規劃於配置問題

多目標的概念係指有多個目標欲同時達到，而每個目標所要達成的目的或許不盡相同，又或多有衝突，例如：極大化x+y (Maximum)和極小化x (Minimum)要同時達到，就會有衝突產生。所以多目標方法由Zimmerman [Zimmermann, 1978]提出，使用模糊集合的概念解決多目標的問題，其問題形式可以簡述如下：

模式6：
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模式6同時有兩個目標矩陣存在，一個是極大化E矩陣(
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)，所以需要把上述兩個矩陣轉成單一目標，由Zimmerman [Zimmermann, 1978]提出之多目標，將上述兩個目標矩陣轉成達成度的概念，進而尋求其妥協解，上述兩個目標的隸屬函數如下，可轉成如下列所示之達成度。
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是目標式極大化矩陣所轉成的達程度，
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的最佳與最差狀況。可藉由模式7找出這個多目標的妥協解。

模式7：
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模式7將模式6的兩個目標，藉由(85)和(86)達成度的概念轉成(87)和(88)的兩條限制式，從極大化目標式
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 EMBED Equation.3  [image: image474.wmf]l

)找出其妥協解，然而模式7的缺點在於其求解的方式，是找出眾多目標中達成度最小的妥協解，故無法直接應用在二維及三維的配置問題上。
Tiwari等人[Tiwari, 1987]為因應妥協解的缺點，於是提出不同的目標，具有不同權重的概念(
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)，但是所有的權重加總之後必須等於1(
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)，所以只要在每個目標的達程度上，加上每個目標各自的權重，則此法就可以有效的解決上述模式的缺點，也可以應用於二維及三維的配置問題上。
3.1.1　多目標線性規劃於二維配置問題

Li & Tsai [Li & Tsai, 2001]使用二階段線性規劃求解，雖然可以在不增加0-1變數的狀況下求解，但是仍然需要分成極小化x+y (
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)和極大化x (
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)兩個步驟，方能順利求解。倘能同樣在不增加0-1變數的狀況下、不需要分成兩個步驟求解，又能求得相同的最佳解，將會有效提升整個求解的效率。

有鑒於二階段線性規劃求解的不便，希望能以多目標做到更快速及有效的求解，我們將針對模式2，將其修改為使用多目標的方式求解。

由模式2中可知，兩階段線性規劃的兩個目標分別為：

第一階段：極小化x+y (
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第二階段：極大化x (
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)。

若是將其直接將上述兩個目標經由模式7，轉成多目標的達程度方式求解，應用在二維配置問題上，其模式如下：

模式8：
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模式8是找出這個模式中的妥協解，限制式(90)是原本二階段求解中的第一階段欲求解的目標：極小化x+y (
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)，經過模式7中的第(88)條限制式，轉成限制式(90)；(91)是第二階段的目標：極大化x (
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Maximum

)，同樣經過模式7中的第(87)條限制式，轉成限制式(91)。由於在限制式(90)是極小化x+y，(91)卻是極大化x，因此會造成兩個目標有所衝突，如圖3-1所示：


[image: image504]
圖3-1：使用模式9所得到的妥協解示意圖

圖3-1為應用Zimmerman [Zimmermann, 1978]多目標的方法，將Li & Tsai [Li & Tsai, 2001]二階段求解法中的兩個目標，直接使用多目標的方法求解，因為此法找出的是妥協解，所以會為了二階段求解法中的第二個目標極大化x (Minimum x)，而拉長橫軸(x軸)的距離，所以使用此法所求出的解並不是最佳解。

從圖3-1中可知，則會因為極小化x+y與極大化x兩個目標之間有不合理的衝突存在，將會造成所求得之解並非最佳解的狀況。故需針對第二個目標作適當的修正，就是將原本第二階段的目標：極大化x (
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)，改以極小化y (
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又因為二階段線性規劃求解，其第一階段線性規劃求解，必須先求得，方能進行第二階段，所以多目標線性規劃將第一個目標的權重，設為第二個目標權重的兩倍，盼其先達到二階段線性規劃中第一階段的目標，所更改過後的多目標規劃模式如下：

模式9：
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模式9 採用Tiwari等人[Tiwari, 1987]為因應妥協解的缺點，所提出不同的目標具有不同權重的多目標概念，所以在上述兩個目標的達程度上，加上每個目標各自的權重。因為二階段線性規劃求解，其第一階段線性規劃求解，必須先求得，方能進行第二階段，所以多目標線性規劃將第一個目標的權重，設為第二個目標權重的兩倍，即為極大化目標式(
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在限制式(101)中，是極小化第一個目標x+y，所得的結果；
[image: image528.wmf]2

l

在限制式(102)是極小化第二個目標y，所得的結果。

模式9即是採用多目標規劃應用於二維的配置問題上，此模式不需分為兩階段求解，且不必新增任何的變數或0-1變數，限制式也僅增加兩條，比原本的兩階段線性規劃模式，有效率且方便許多。

3.1.2　多目標線性規劃於三維配置問題

雖然Li等人[Li et al., 2003]針對三維的配置問題，提出了分散式的計算方法，可以比混合整數規劃法[Chen et al.,1995]有效減少0-1變數，並且找到最佳解。但是在求解目標式時，因為是解自然對數，所以多設置了
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個0-1變數，及求解時所需的相關限制式，所以在計算上，也造成了負擔。若x、y和z的上限及下限，差距甚大時，則求解所需的0-1變數，也隨之增加，此時會造成計算上的負擔過重。

所以本論文提出多目標線性規劃，應用於三維的配置問題，希望能在不增加0-1變數，及求解時所需的相關限制式的情況下，以多目標線性規劃，更有效率的找出最佳解。

此多目標規劃應用於三維的配置問題，因為僅比二維的配置多一個維度，所以延伸二維的多目標規劃而來，其三個多目標規劃如下所示：

目標一：極小化x+y (
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)；

目標二：極小化y (
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目標三：極小化z (
[image: image532.wmf]z
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)。

目標一和目標二與二維配置的目標相同，如此則可以求出二維配置的最小面積，將這兩個目標應用在三維的配置問題上，則只要將另一個維度(z)極小化，也就是將第三個目標定為極小化z (
[image: image533.wmf]z

 

Miniimum

)，就可以在不增加0-1變數及過多限制式的情況下，求得三維配置的最佳解。

模式10：
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限制式(111)-(113)分別為三個目標的達程度，其中(111)和(112)所表示的
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，是延伸二維配置的目標式而來，所以其目標的權重亦如同二維配置一般；並且新增限制式(113)為第三個目標：極小化z (
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)，透過這三個多目標的方式，即可求得與Li等人[Li et al., 2003]相同之最佳解，並且不用增加0-1變數及線性化自然對數所需要的限制式，故求解的速度比Li等人[Li et al., 2003]在單一台個人電腦實作時快上許多。

3.2　使用線性規劃於二維裝箱問題

因為早期的裝箱問題，受限於箱子的數量及大小，在實際應用上較不具彈性。所以發展出不同尺寸裝箱問題。以及矩形放置在箱子中的方向是否固定，若矩形放置的方向可以不固定(即可以旋轉90度)，則可以做更有效的運用。而裝箱問題的線性規劃模式中，[Onodera et al., 1991; Chen et al., 1995; Pisinger & Sigurd, 2005]因其矩形放置的方向必須固定，所以新增一個
[image: image573.wmf]i
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的0-1變數，作為控制舉行的橫放或直放，將其模式5更改如下，使其放置方向可以旋轉。

模式11：
Minimum 
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限制式(131)和(134)是加入控制矩形橫放或直放的0-1變數
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s

之後，控制矩形彼此間不重疊，使矩形可以橫放(
[image: image602.wmf]i

s

= 1)或直放(
[image: image603.wmf]i
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= 0)；(133)和(134)控制矩形不得超出箱子的範圍，其它限制式所代表的意義與模式5皆相同。

矩形放置的方向若可以不固定，則得到的解會更好，所以此模式僅新增一個的0-1變數
[image: image604.wmf]i

s

，就可以使這個模式更具有彈性。當
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時，則此矩形的長(
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)平行於x軸，當
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時，則寬平行於y軸。此模式亦可應用於矩形放置方向固定時，僅需將
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這個0-1變數設定為
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，同樣可以順利求解。

第四章　實證範例
本章節將在4.1使用兩個範例，對二維及三維的配置問題做驗證，並比較兩個方法的求解結果與求解所需時間。而4.2則使用一個實證範例，證明矩形的放置方向若可以不固定，則可以有效的降低裝箱成本。
4.1　多目標線性規劃於配置問題範例
將在4.1.1實作二維配置問題的範例，與4.1.2實作三維配置問題的範例，從這兩個範例皆可以發現，使用多目標規劃於配置問題，可以快速的求解。
4.1.1　多目標線性規劃於二維配置問題範例

本範例使用與Li & Tsai [Li & Tsai, 2001]相同之範例，此範例共有兩個配置問題，第一個問題是四個矩形的配置，第二個問題是五個矩形的配置，茲將這兩個問題的詳細資料與使用兩個方法求解的結果，詳列於表1。本研究之範例使用IBM筆記型電腦，CPU為Intel Pentium 1.7 GHz，RAM為512 MB，並使用Lingo 8.0軟體進行求解。

表1：範例一，二階段線性規劃求解與多目標線性規劃之比較
	問題
編號
	矩形
數目
	長(
[image: image610.wmf]i

p

)
	寬
(
[image: image611.wmf]i

q

)
	計算時間 
(小時:分:秒)
	矩形面積

	
	
	
	
	Li的
模式
	本研究提出的模式
	Li的
模式
	本研究提出的模式

	1
	4
	25
	20
	00:00:01
	00:00:01
	1178
	1178

	
	
	18
	16
	
	
	
	

	
	
	16
	14
	
	
	
	

	
	
	21
	7
	
	
	
	

	2
	5
	33
	10
	00:00:19
	00:00:09
	1518
	1518

	
	
	30
	11
	
	
	
	

	
	
	25
	15
	
	
	
	

	
	
	18
	14
	
	
	
	

	
	
	18
	10
	
	
	
	


從表1中可以發現，使用二階段線性規劃與多目標線性規劃一次求解於四個矩形的配置問題，在求解的時間上沒有顯著的差異，並且使用這兩個方法所求得的面積，亦皆相同，只是矩形的放置位置不同而已，不會影響到求解的品質，如圖4-1和圖4-2所示：


[image: image612]
圖4-1：兩階段線性規劃求解四個矩形的配置問題


[image: image613]
圖4-2：多目標規劃求解四個矩形的配置問題
圖4-2是採用多目標規劃求解所得之解，由於使用兩個目標同時求解，又分別給予不同的權重，故其目標的達程度分別為
[image: image614.wmf]1

l

=0.79與
[image: image615.wmf]2

l

=0.31，當目標的權重越重則目標的達程度越高。
至於五個矩形的配置問題，可從表1中發現，雖然兩者所求得之面積相同，但是在求解的速度上，卻相差了一倍左右，使用二階段線性規劃求解於五個矩形的時候，其在第一階段的求解就需要花費8秒的時間，而在第二階段求解時亦需要花費11秒的時間，方能得到最佳解。至於使用多目標線性規劃一次求解，僅需花費9秒的時間，就可求得與二階段線性規劃相同面積之解。如圖4-3和圖4-4所示：


[image: image616]
圖4-3：兩階段線性規劃求解五個矩形的配置問題


[image: image617]
圖4-4：多目標規劃求解五個矩形的配置問題

上圖4-4是採多目標規劃求解，其第一個目標的達程度為
[image: image618.wmf]1

l

=0.82，而第二個目標的達程度為
[image: image619.wmf]2

l

=0.28，乃是因為第一個目標的權重重於第二個目標之緣故。
而由表1中的兩個實例發現，使用多目標線性規劃求解，可以求得與二階段線性規劃相同的最佳解，但是在時間上，卻可以更為迅速有效，而且當矩形越多的時候，求解所需時間會相差越大。

4.1.2　多目標線性規劃於三維配置問題範例

本範例使用與Li等人[Li et al, 2003]相同之範例，此範例共有三個配置問題，各是四個、五個和六個立方體的配置，茲將這三個問題的詳細資料與使用兩個方法求解的結果，詳列於表2，可從表中發現採用多目標線性規劃一次求解，在計算的時間上，可以達到更有效的求解。

　　本範例使用多目標規劃求解與線性化自然對數方法的比較，其中多目標規劃求解，使用了三個目標，而這三個目標各具有不同的權重，茲簡述三個問題的三個目標達程度於表2。
表2：問題編號1-3的三個達程度(
[image: image620.wmf]3

l

-
[image: image621.wmf]5

l

)
	
	
[image: image622.wmf]3

l


	
[image: image623.wmf]4

l


	
[image: image624.wmf]5

l



	問題編號1
	0.17
	0.2
	1

	問題編號2
	0.16
	0.18
	1

	問題編號3
	0.31
	0.4
	1


二維配置問題的目標達程度會隨著目標權重的增加而增加，但由表二中可得知
[image: image625.wmf]3

l

-
[image: image626.wmf]5

l

並未隨著權重增加而有所增加，甚至還呈現減少的狀況，推究其原因，乃是因為每個目標的最佳値與最差值的區間不一樣，所以會發生這樣的狀況。如
[image: image627.wmf]5

l

的達成度皆為1，就是因為目標三的區間最為狹小，所以最容易達成；而目標一的權重最重，但達程度卻最小，則是因為目標一的區間是x + y的最佳解與最差解相減，所以會導致目標一的區間廣大，以至於達程度並未隨權重增加而有所增加。
表3：範例二，自然對數求解法與多目標線性規劃法之比較

	問題
編號
	立方體
數目
	長
(
[image: image628.wmf]i

p

)
	寬(
[image: image629.wmf]i

q

)
	高(
[image: image630.wmf]i

r

)
	
[image: image631.wmf]i

x


	
[image: image632.wmf]i
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[image: image633.wmf]i

z


	計算時間 (小時:分:秒)

	
	
	
	
	
	
	
	
	Li的
模式
	本研究提出的模式

	1
	1
	25
	8
	6
	0
	1
	0
	00:00:09
	00:00:02

	
	2
	20
	10
	5
	8
	0
	1
	
	

	
	3
	16
	7
	3
	21
	10
	0
	
	

	
	4
	15
	12
	6
	9
	11
	0
	
	

	2
	1
	25
	8
	6
	22
	3
	0
	00:04:46
	00:00:15

	
	2
	20
	10
	5
	12
	0
	0
	
	

	
	3
	16
	7
	3
	0
	20
	0
	
	

	
	4
	15
	12
	6
	0
	0
	0
	
	

	
	5
	22
	8
	3
	0
	20
	3
	
	

	3
	1
	25
	8
	6
	10
	0
	0
	00:53:47
	00:16:33

	
	2
	20
	10
	5
	25
	8
	0
	
	

	
	3
	16
	7
	3
	0
	21
	0
	
	

	
	4
	15
	12
	6
	10
	8
	0
	
	

	
	5
	22
	8
	3
	0
	20
	3
	
	

	
	6
	20
	10
	4
	0
	0
	0
	
	


　　

從表2中可以發現，使用線性化自然對數的方法與多目標線性規劃一次求解於四個立方體的配置問題，在求解的時間上雖然只差了7秒，但是多目標線性規劃一次求解卻比線性化自然對數的方法快了好幾倍。使用這兩個方法所求得的體積，亦皆相同，只是立方體的放置位置不同而已，不會影響到求解的品質，如圖4-5所示：


[image: image634]
圖4-5：立方體的配置

由上述之實例可以發現，使用多目標線性規劃求解，可以得到與Li等人[Li et al., 2003]相同之解，而且當立方體的數目越多的時候，兩者在求解速度上的差異更大。且本研究重新實做Li等人[Li et al., 2003]的線性化自然對數時，在配置四個立方體的時候，就需花費耗費24秒，至於配置五個立方體時，花費的時間已高達24分51秒，與Li等人提出的數據不符合，經由本研究深入探討之後發現，兩個數據不一樣，是因為x、y和z取的上下限不同，進而影響0-1變數使用，以致於造成求解的時間不同。由於Li等人又有提出分散式演算法，雖然速度會快於多目標線性規劃，但是必須同時運用多台個人電腦，進行平行運算，為其缺點。倘若在同一台電腦上進行運算，則多目標線性規劃速度會遠快於Li等人所提出之方法。

4.2　使用線性規劃於裝箱問題範例

本範例延伸Li & Tsai [Li & Tsai, 2001]的範例，把它用在裝箱問題上，詳列這兩個問題的詳細資料與使用兩個方法求解的結果於表3。

表4：範例三，矩形放置方向固定與否之成本比較

	問題
編號
	矩形
數目
	長
(
[image: image635.wmf]i

p

)
	寬
(
[image: image636.wmf]i

q

)
	箱子
編號


	箱子長
(
[image: image637.wmf]k

W

)
	箱子
寬
(
[image: image638.wmf]k

H

)
	箱子成本
	Pisinger
模式的
成本
	本研究所提出模式的
成本

	1
	1
	24
	20
	1
	38
	31
	120
	240
	120

	
	2
	18
	26
	2
	40
	40
	240
	
	

	
	3
	16
	14
	
	
	
	
	
	

	
	4
	21
	7
	
	
	
	
	
	

	2
	1
	24
	20
	1
	38
	31
	120
	400
	220

	
	2
	18
	26
	2
	51
	10
	100
	
	

	
	3
	16
	14
	3
	70
	60
	400
	
	

	
	4
	21
	7
	
	
	
	
	
	

	
	5
	18
	10
	
	
	
	
	
	

	
	6
	33
	10
	
	
	
	
	
	


上述之範例包含四個矩形和六個矩形的裝箱問題，可由表3中發現，使用本研究所提出之方法進行求解，可使矩形放置的方向不固定，進而使裝箱問題較具有彈性，達到有效的節省成本。

圖4-6和圖4-7為使用兩種方法於裝箱問題之配置模式，倘若矩形放置的方向必須固定，則必須使用成本較高昂的箱子，如圖4-6所示，而矩形放置的方向若可以不固定，則可以使用成本較低廉的箱子，如圖4-7所示，。


[image: image639]
圖4-6：四個矩形於裝箱問題中，放置的方向固定


[image: image640]
圖4-7：四個矩形於裝箱問題中，放置的方向不固定

如表3所示，放置六個矩形於裝箱問題時，若放置的方向固定，則花費的成本較昂貴，若放置的方向不固定，則可以分別放入兩個箱子，總成本較低廉，如圖4-8和圖4-9所示。


[image: image641]
圖4-8：六個矩形於裝箱問題中，放置的方向固定


[image: image642]
圖4-9：六個矩形於裝箱問題中，放置的方向不固定

第五章　結論與建議
5.1　結論 
本論文的研究領域為配置問題及裝箱問題，以多目標的方式，應用在二維及三維的配置問題上，改善二階段線性規劃應用於二維配置問題時，必須分次求解的不便，改以多目標一次求解。雖然，這兩個方法的差異性不大，但是當矩形的數量越大時，多目標線性規劃模式求解速度，遠快於二階段線性規劃。

此外，將多目標線性規劃應用於三維配置問題時，因為採用多目標線性規劃求解，所以不需新增0-1變數，及求解目標式之自然對數時，所需新增的相關限制式，自然在求解速度上會較好。雖然，在解自然對數時，可使用分散式演算法，分散於多台個人電腦上運算，可以提升效率。但是當只有一台個人電腦時，可使用多目標線性規劃，可以有效提升求解速度。

另外在裝箱問題上，求解二維裝箱問題時，只要新增一個0-1變數
[image: image643.wmf]i

s

，就可以使矩形或立方體在放置的時候，達到放置方向不固定之效果，使整個線性規劃的模式變的更有彈性。

5.2　未來研究方向
上述之線性規劃的模式應用於裝箱問題，因0-1變數及限制式之使用，所以複雜度相當高，若要更為有效的解決此問題，可搭配使用基因演算法(Genetic algorithm)及其他相關的演算法，會更為有效的解決這個問題。

本研究所提之線性規劃於裝箱問題，只是求解最低廉的裝箱成本，未來可以擴充此裝箱問題為多目標規劃於其他方面，諸如：裝箱花費的總時間最低與裝箱物品的總價值最高等。
其實配置及裝箱是兩個相關的問題，未來可以整合配置和裝箱這兩個問題，使用同一個模式求解。
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